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1. De theorie der cylinder-algebra's dankt haar ontstaan, even-
als de theorie der boole-algebra's, aan de logica. Inzicht in de
verwantschap met de logica - die zeer helder wordt beschreven in
HENKIN [2] en in HALMOS [ 2] - is echter zeker geen conditic sine
qua non voor het bestuderen van boole-algebra's of cylinder-alge-
bra's: zoals bekend kunnen deze structuren geheel algebraisch wor-
den beschreven, en zij bezitten diverse extra-logische interpre-
taties. Ook geven zij aanleiding tot vele zuiver algebraische pro-
blemen. Met een van deze problemen, gesteld door HENKIN [4] , wil
deze voordracht zich bezig houden.

Men kan in de theorie der cylinder-algebra's op natuurlijke
wijze de begrippen direct product en subdirect product invoeren.
Een cylinder-algebra ¢t worde dan subdirect oplosbaar genoemd, als

er cylinder-algebra's cng(aiafﬁ bestaan, zodanig dat ¢t isomorf is
-met een subdirect product van de cn{, terwijl ot met geen der
zelf isomorf is. Het is dan betrekkelijk eenvoudig de volgende stel-
ling te bewijzen:
Een cylinder-~algebra is dan en slechts dan subdirect oplos-
baar als de doorsnede van alle niet-triviale idealen uit het
nul~element alleen bestaat.

Hieruit volgt in het bijzonder:
Als een cylinder-algebra ot twee niet-triviale idealen
Eq ,BEy bezit met E, ~ Ej :%:O} , dan is ot subdirect op-
losbaar.

In een seminar, gehouden in Berkeley, in het voorjaarssemester 1958,
liet HENKIN het probleem open of de omkering van deze stelling juist
is, d.w.z. of iledere subdirect oplosbare cylinder-algebra ot altijd
twee niet triviale idealen E/],E2 bezit met Eqerg = {O} . Het is mi}j
niet gelukt dit probleem volledig op te lossen; maar in deze voor-
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dracht zal een bevestigend antwoord worden gegeven voor twee be-
langrijke categori&n algebra's; nl. voor alle locaal eindig-dimen-
sionale cylinder-algebra's, en voor alle cylinder~algebra's die
tenminste één atoom bezitten. '

2. Het begrip cylinder-algebra is afkomstig van TARSKI en
THOMSON [1] ; het is voornamclijk bestudeerd door HENKIN [1],[27,
[3],[4] . In volle algemeenheid luidt de definitie:

Z1J N een ordinaalgetal (ev. fransfiniet). Een N-dimen-
sionale cylinder-algebra is cen algebraisch systeem <A, -,

+,w,Ci,di.,O,1 >, met Osgi, J<N, Hierbij is het par-

J
tigle systeem <A,-,+,-,0,1> een boole~algebra; alle dij
zijn elementen van A; en de Ci ziJn enkelvoudige opera-
ties in A. Verder moet aan de volgende axiomas voldaan

zijn, voor willekeurige x,ye¢ A en i,j,k <N:
A4, x.Cix=x
Ay Ci(x,Ciy) = Cix,Ciy 5

Age C0g% = C,0;x ;

Aq_o d.. =1 B

) 1s er geen k zo-

Jjk
danig dat i,Jj#k, dan is d

A als 1i,j#k, dan is dijzck(dik.d

ca=d ..
1377341

Ag. als i£j, dan is Ci(dij.x).Ci(dij.ux)=O; is er geen j
zodanig dat i#j, dan is C,0=0.

Het is niet moeilijk voorbeelden van cylinder-algebras te geven.
Z0 wordt iedere boolec-algebra tot een cylinder-algebra, als we de~
finitren: dijzﬂ, voor alle i,j <N, en Cix=x, voor alle x en alle
i< N; hierbij kan de dimensie N willckeurig gekozen worden. (Omge-
keerd kan worden aangetoond dat ceccn cylinder-algebra, waarin dijz1
voor tenminste één paar i,J met i#j, in essentice alleen maar een
=1 voor alle k,1< N, en C

boole-algebra is; want dan is dk X=X,

1 k

voor alle x ¢ A en alle k <N.)
Fen minder triviaal, maar nog betrekkelijk eenvoudlg voor-
beeld is het volgende. Zij X ecn nict-lege verzameling, en beschouw

de verzameling xN, (De elementen van X

zijn alle rijen {x.};  y
. N o _
waarvoor alle X, € X.) Zij Dij=§x(sX :xi=xj} , voor i,j <N, en de

finieer de operaties C, (i <N) als volgts als Sc XN, dan zi]
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C;8 ={=x ¢xN: er is een v e S met y j=% voor alle j#it .

Als dan A een klasse van deelverzamelingen van XN is, die ¢, XN,

en alle Dij bevat, cen die gesloten is t.o.v. de vorming van door-
snede, vereniging en complement, en t.o.v. alle cylinder-opera-
ties C,, dan blijkt het stelsel <A, n, u,-ﬁ,ci,Dij,ﬁ,xN> een
cylinder algebra te zijn. Een dergelijke cylinder-algebra heet
ultgesproken concreet.

De concrete cylinder-algebra's worden op een dergelijke
wijze gedefinieerd; het enige verschil met de definitie van de
uitgesproken concrete cylinder-algebra's is, dat overal XN door

) R . N
I wordt vervangen, waar I een verzameling is van de vorm é% X{
(alle Xg‘ niet leeg, en onderling disjunct; ook I #¢). In wezen
zijn de concrete algebras directe producten van ultgesproken
concrete algebra's.

In figuur 1 is schematisch weergegeven de uiltgesproken con-
crete algebra van alle deelverzamelingen van [0,4]2; in figuur 2
is weergegeven een concrete cylinder-algebra die isomorf is met
het directe product van de algebra in figuur 1 met zichzelf.

A
fig.” fig,2
B.f Uit de axiomas A1~A6 en de algemene eigenschappen van

boole-algebra's kan cen menigte van relaties worden afgeleid.
Bij wijze van voorbeeld volgt nu een aantal dergelijke relaties.

3.1 x aCix.
Bewijs: Volgt uit A,.

3.2 Cydy 4=

Bewijs: C;d,;=C.1 21 (A),3.1); dus C,d;;=1. Als i#j, dan is
Cid;; = €4(a 4.0

1.

) =d.. =1, volgens A5 en Ay.
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Bewijs: CiX=O =x <0 (3.1) = x=0. Omgekcerd is CiO=O als cr geen
j#1 is, volgens Ags 1s cr wel een j#i, dan is CiO=CiO.Cidij
(3.2) = Ci(dij,ﬂ) = Ci(dij.o),ci(dij.-o)zO (A6).

3.4, Ci(—Cix) = -C,x,

Bewijs: Ci(—C

ix)OCiX=Ci(—Cix.Cix) (AQ) = C,;0=0 (3.3),en dus

Ci(~Cix)s ~C,x.

Volgens 3.1 is ook ~CiX:sCi(%Cix), Dus Ci(~C.

ix)==Cix

1X
3050 Cicix = CiXo

Bewijs: C,C.X = C,-- S =
Bewijs: C,C.x = C,--C,x Cix (3.4) C x.

3.6. x sy =C;x sCuy.
Bewijs: x sy =»x <Cuy (%.1) = X.C y=x = C;x.Cy=Cx (A6)«c>Cix < Ciy-
3070 Ci(X+y> = CiX+Ciya

Bewijs: x sx+y = C,x eci(x+y) (3.6). Evenzo C.vy sCi(x+y). Dus
Cix+Ciy'sCi(x+y),

Omgekecrd is x:stx=sCix+Ciy en y'sciy'$cix+ciy, dus
X+y ¢ C;x+C,y. Er volgt: (x+y).~(Cix+Ciy)=(x+y).—Cix.~ciy:O;
C, [(x+y).—0ix.~Ciy] = Ci(x+y),Ci(—Cix).Ci(uciy) =

= Ci(x+y)°—Cixo--ij=O (3.2, Ayu3.8) s Ci(x+y) s C;x+C,y.

Uit 3.1, 3.5 en 3.7 volgt dat Ci cen afslultingsopcrator is. In
het bijzonder valt de¢ theorie der 1-dimensionale cylinder-algebra's
samen met de theoric van de topologische boole-~tralics waarin ileder
open element ook gesloten is (vgl. 3.4).

De¢ 1-dimensionalce cylinder-algebra's worden ook wel monadische
algebra's genoemd cn zijn uitvoerig bestudcerd door HALMOS [3] .

In het volgende zijn generalisaties van de relaties 3.1-3.7
nodig. Om deze eenvoudig te kunnen ncerschrijven, komt eerst een
definitie,

%.8. Als a ccn eindige nict-~lege verzameling indices is,
a={iq,ie,,..,in} , met 11< Io € ene s in< N, dan zi]

C X = Ci,jciz"”cinx’ en d, = i,gzadij' Verder zij

dg:ﬂ, en C¢x=xy voor alle x.



Er geldt dan, als a,b twec cindige verzamelingen van indices < N
zijn:

.10, =
3,10 oa(x.Cay) Cax,Cay,

.11, x scax,

[y - y
3.15, Cacbx = Cangx°

.16, x sy-=¢cax &Cay,

C

3.17. Ca(x+y) = C x + C_v.

De mecesten van deze relaties worden bewezen door inductie naar
het elementen-aantal van a, met gebruikmaking van de overeenkom-
stige relaties 3.1-3.7.

4, Ook bij eylinder-algebra's is er cen 1.1.duidig verband
tussen de homomorfe afbeeldingen van cen algebra o op een andere
algebra, cen de idealen van « ; tenminste als cen idcaal van cen

cylinder-algebra e als volgt gedefinieerd wordt:

Definitic. Zij e cen cylinder-algebra. Den niet-lege verzameling
E van elementcen van o heet cen idecaal indien voldaan is aan de
volgende cilsen:

1. x,vell = x+yekE;

2. xeBE en yeld = x.yel;

5. XelE = Cix e, voor alle 1< N,

Het ideaal I hect nictb-triviaal als het cen element #0 bevat,

De idealcen van « zijn dus die boole-idealen die gesloten zijn
t.0.v. alle Ci’ De volgende stelling i1s bijna triviaal.

Stelling 4.1. Zij @ een cylinder-algebra, en B cen verzameling
van elementen van ¢v . Het kleinste ideaal in & dat B bevat be-
staat ult alle elementen x, waarvoor eindig veel elementen
yq,,,,,yke'B gevonden kunnen worden, en ecn eindige indexverzame-
ling a, zodat geldt:



X&C ya+...+C ¥y .

avn o

clling 4.7, Zij o cen cylinder-algebra, en y cen eclement £0
t

van « , Dan bezit e coen ideanl i, zodaniy da

5’%55 terwijl vy e F

voor icder ideaal F dat I cenri bovat.

Bewijs: De verzameling van allce idealen van o die y nict bevatb-
ten is nict lecg, daar y ¢ {0}, en is inductief geor-
dend. Volpens Zorn's lemma heelt deze verzameling dus

cen maximaal eleoement 1,

We hebben ook nog de volgendo stelling nodig:

Stelling 4.3, 71 a cen cylinder-algebra, Dan zijn de volgende
twee beweringen cquivalent o
(1) Ieder paar niect trivialce idealen van « heeft con niet-
trivialce doorsnede:
(2) Voor ieder paar clomenten x#0, y#0 van e is c¢r een ein-

dige verzameling a van indiccs < N zodanig dat qu,Cayﬁﬁ.
(=9

P

Bewiis: 1. Stel (1) geldt. Neem willekeurige elementen x,y#0, en

stel QW)EQ zijn de idcalen dic zi) voortbrengen., Dan zijn
ﬁﬂ en By nict triviaal  or is dus ecen z#£0 mct z ehqrvE@.
Lom Lo

Op grond van stelling 4.1 2iin or dan eindige indexver-

i

. 217 a=a,u a.,,
! e

zamelingen a, ¢n a, zodat 2sC. x cn zg C
g Yo a 1 .
. -~ . I8
Dan is C_x.C_ vz gz #0.
a a

~y

2. Stel (2) is juist, laten Ly oon Iy nict-triviale idealen
van & zijn., Neem x#0 in B, en y£0 in . Dan 15, voor
! &
2ckere cindige indexverzamceling o, qu.qu%O” Maar
(1 L

qu.qu aLﬁ/wL”.
(@4 (& s

D Een eylinder-algcbra o hcet subdircet

h10

5h

aar als cr

cylinder-algebra's qubcstaahg pecen van alle 1somoerf met o , zo-
danig dat « isomorf is met ecn subdircet product van de mv,.

N.B. Er zijn voorbeelden bekend van subdirect oplosbare
cylinder-algebra's die de volgende cigenschap hebben: als e« iso-
morf is met ecn subdirect product van cindig vecl algebra's
Ageoos oy, dan is o isomorf mct ¢én der algebra's Wgsoee,

HENKIN [4] heeft de volgende stelling bewezen:

k.



_.7....

Stelling 5.7. Een cylindcr-algebra ot is dan en slechts dan sub-
direct oplosbaar indicn de doorsnede van alle niet-triviale idca-
len uit O alleen bestaat,

Het bewijs van dezce stelling valt in verschillende stappen
ulteen.
Hulpstelling 5.2. Als owsubdirect oplosbaar is, dan is de door-
snede van alle nlct-rriviale idcalen {01},
Bewijs. Z21iJ «isomorf met ecn subdirect product van algebra's
m;u dic geen van alle met ¢ isomorf zijn. Er is voor iedere e
cen natuurlijke epimorfie 0b”*0%w cn de kern E;’ is een niet~
triviaal ideaal, omdat @ en &v,niet isomorf zijn. Toch is de door-
snede van alle Ei {O} , dus dat geldt zeker ook voor de doorsnede
van alle niet-triviale idealcn.

Hulpstcelling H.3. Iederce cylinder~algebre o is isomorf met een sub-
dircct product van algebra's <nf(gfélﬁﬁ dic elk de eigenschap heb-
ben dat dc¢ doorsnede der nict-triviale idealen niet {0} is,
Bewijs., Neem " =A\{0} , de verzameling der elementen #£0 van ot .
Als O#£y & A, ziJ dan Ey ecn ideaal van ¢, met de eigenschap, dat
y‘¢]§y, terwijl ye B voor ieder ideaal T det Ey ccht bevatijij
my = a/Ey. Dan 1s de restklesse van y cen niet-nul element van
my, dan in ieder niet-triviasl ideaal van my is bevat. De door-
snede der nlet-triviele idealen van ‘%y is dus niet {0} .

Verder is ot isomorf met ccn subdirect product van alle my,
waar O#y ¢ A. Want zij ¢ dc afbeelding van « in OggreA o%y zodanig
dat, voor x efA cn O#y e, «¢(x)(y)= de restklasSe van x modulo I_.
Don is ¢ cen monomorfie; want &ls . xA0, dan is ¢x#0, daar ¢x(x)=
de restklasse ven x modulo EX,#O. Fn ¢ ¢« is cen subdirect product

voan de o,
y

Uit hulpstellingen 5.2 cn 5.3 volgt dat iederc cylinder-algebra
isomorf is mct een subdircet product van subdirect onoplosbare
cylinder-algebra's., Bovendien volgt

Hulpstelling 5.4, Als de doorsnede vaen alle niet-triviele idcalen
ven cen cylinder-algebra {0} 1s, dan is @ subdirect oplosbaar.
Bewijss Volgens hulpstelling 5.3 is @ isomorf met ccn subdirect
product van cylinder-algebra's @?, die geen van allc met & iso-
morf kunnen zijn, omdat, voor iedere j , de doorsnede van alle
niet-triviale idecalen wvan m? niet {O} is, terwijl in &« dc¢ door-
snede van alle nict-~triviale idealen volgens het gegeven wel {Ok is.

e G 4 Sor S AR W G s B T e e M

d Zo'n ideoanl Ey bestaat op grond van stelling 4.2.
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Hulpstellingen 5.2 en 5.4 leveren samen stelling 5.1,

6. In sommige gcvallen is het mogelijk om het criterium in
stelling 5.1 te versterken. Dit is bijvoorbeeld het geval als oo
tenminste ¢én atoom bezit. (Het begrip atoom is voor cylinder=-
algebra's gedefinieerd, doordat icecdere cylinder-algcbra vanzelf
ook de structuur van cen boolc-algebra hecft.,)

Stelling 6.1. 71ij o« cen cylinder-algebra met tenminste één atoom
X Dan geldt, dat « dan en slcchts dan subdirect oplosbaar 1s,
indien er twec niet-triviale idealen E,],EO van ¢ 2zijn met
E/]AEZ)_:{O}‘,

Bewijs: 1. Stel cr zijn 2 dergelijke idealen. Dan is de doorsnede

e s

van alle niet-trivialc idealen van « ook {0}, en dus is @& sub-
direct oplosbaar, op grond van stelling 5.1.

2. Neem aan 2 dergelijke idealen bestaan niet; dan is dus
de doorsnede van ecen willekcurig paar niet-triviale idealen weer
niet-triviaal. Op grond van stelling 4.% geldt dan, dat er bij
ieder paar elementen x,y#0 cen eindige indexverzameling a bestaat
zodanig dat Cax.Cﬂy#O°

Zij nu E eenwwillekeurig ideaal van « ., Dan is er cen z#0
in E. Daar ook het atoom XO#O i, is er dus een eindige indexver-
zameling a zodat Caxb,caz#O. Op grond van 3.10 is CaXo°CaZ =
= Ca(XO.C
atoom is, moet X, ¢ Cazj en daaruit volgt XO&.E,

.Z), en uit 3.13 volgt dan xoucqzﬁoo Asngezicn X cen

Het clement XO#O is dus in leder niet-triviaal idecaal van e .
Uit stelling 5.1 volgt dan dat oz nict subdirect oplosbaar kan zijn.
Hiermce is het bewlijs van stelling 6.7 voltooid,

Fen tweede belangrijke categoric van cylinder-algebra's waar-
voor het criterium van stelling 5.1 kan worden verscherpt, is die
der loceal cindig-dimensionale cylinder-olgebra's, Ecrst enige
definities.

Definitie, Z1J x een element ven ecn N-dimensionale cylinder-alge-

bra o« . Dc dimensic-verzameling 4 x van x is de verzamcling van

allce 1< N waarvoor ij;éx°
Definitie. Een cylinder-algebra o heet loceal eindig-dimensionaal
indien A x eindig is, voor iedere x in & .

Er geldt nu ook:
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Stelling 6.2, Een locaal cindig-dimensionale cylinder-algebra o

is dan en slechts dan subdirect oplosbaar, indien er twec niet-

triviale idealen E,,E. zijn met EqrsE? ={10% .,

42
Bewijs. 1. Stel er zijn twce dergelijke idealen. Dan is zeker de
doorsnede ven alle nict-triviale idealen gelijk aan {0} en uit
stelling 5.1 volgt dat <« subdircct oplosbaar is.

2. Stel @ is subdirect oplosbaar. Zij x#0. Uit stelling
5.1 volgt het bestasan van ccn nict-triviaal ideaal E met x¢ E.
Dan is zeker ook 1¢ I, Zij y#0 in E. Uit C, yeE en 1¢LE volgt
Cayy#ﬂg cn dus —Qayy%O, Verder is, volgens 3.1, CAyy;y#O, dus
ook Cayy#O.

Gebruikmakend van 7.15 en 7.714 volgt ook: c.C yy = CauAyy =
= CAyy; Ca—CAyy = Cacay'cfyy = CaAJAyfcayy = C&y CAyy = —Qayy.
Voor iedere eindige indexverzamcling & is dus: C.C C . ~C, .y =

aayY VaTVay

Cayy.—cayy = 0. Maar dan volgt uit stelling 4.3 dat er twee niet-
triviale idcalen B, ,E, zijn met EinE, = {01,

Uit stelling 5.3 volgt cenvoudig:

Stelling €,%, Ien locaal cindig~dimensionalc cylinder-algebra is

dan c¢n slechts dan subdirect onoplogbaar indien er voor leder ele-
ment x#0 cen cindige indexverzamcling a bestaat met Cax=1.
Bewijs: De voorwaarde is equivelent met: QAXX=1 voor alle x#0. Is
hieraan voldaan, dan is cr mear ¢één niet-triviaal ideaal, nl. de
hele algebra, cn de doorsncede van alle niet-triviale idealen is
dus niet {0}. Op grond van stelling 5.1 is dus « niet subdirect
oplosbaar.

Is aan de voorwaarde nict voldaan voor zekere y#0, dan volgt
geheel als in het bewijs van stelling 6.2 dat o twee niet-triviale
idealen B, ,B, bezit met Eynk, - - {0} . Op grond van stelling 5.1

is dan o gsubdircct oploobaar.

Een andere formulering van stelling 5.4 is:
Stelling 6.4, Een locaal cindig-dimensionale cylinder-algebra ot
is dan en ulCChtS dan subdirect onoplosbaar, indien hiJ enkelvou-
dig is,

(Een cylinder-algebra hect enkelvoudig als {O} en de gehele
algebra de enige idealen zijn.)
Opmerking. Het is mogelijk dat een cylinder-algebra ultgesproken
concreet is, en locaal eindig-dimensionaal, en toch niet enkelvou-
dig.




10~

Voorbecld, ZiJj « dc ultgesproken concrete algebra van alle deel-
verzameclingen van {034}“}, cn zlj e de kleinste deelalgebra van

o die ¢,1, alle Dij’ cn de verzameling X bevat, waar X de ver-
zameling 1g van alle rijen in I waarin slechts eindig vaak O voor-
komt, Dan is < locaal cindig~dimensgionaal; maar voor iedere ein-
dige indexverzameling a is CaXO:XO#I, Uit stelling 6.3 volgt dus
dat o nict cnkelvoudig is (¢n dus is o subdircct oplosbaar).

We kunnen de belangrijkste resultaten als volgt samenvatten:
Stelling 6.5. Zij « cen cylinder-algebra, dic ofwel locaal eindig-
dimensionaal is, ofwcel tenminste ¢dn atoom bevat. Dan zijn de vol-
gende beweringen cquivalent:

(1) o is subdircet oplosbaar,
(2) De doorsnede ven alle nieb-triviale idealen van ot is {0},
(3) 0L bezit twece nict-triviale idealen Eq’Eg met
By ol ={0}.
(%) Tr zijn twee clementen x#£0, y#£0 van o zodanig dat
Cﬂx,Cﬁy = O, voor iledere cindigce indexverzameling a.
In het geval det # locaal cindig-dimensionaal 1s, zljn deze be-
weringen ook cquivalent met ¢lk der beide volgenden:
(5) Er is cen x£0 in & met C, <X # 1.
(6) o« is nict enkelvoudig. ‘

S 7 i
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